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1 A pénzidéértékének elve

A pénziigyl ¢letben gyakran kiilonb6z6 idépontban esedékes pénzeszkozoket illetve
pénzforrasokat kell 6sszehasonlitani. Egy befektetési/beruhdzasi dontés esetén nagy dsszegli pénzt
adunk ki a jelenben ¢és a jovoben keletkeznek beldle bevételek. Hitelfelvétel vagy altalaban a
finanszirozasi dontések esetén pedig nagy 0sszegli pénzbevételt kapunk a jelenben €s a jovoben
lesznek esedékesek a pénzkiadasok.

A Dbefektetési és finanszirozasi dontések szemléltetésére tigynevezett pénzaram-grafikonokat
hasznalunk.

A pénzaram egy adott idotartam alatt befolyé pénzbevételek és kiaramlo pénzkiadasok
sorozata. A pénzaram-grafikon a pénzaramot szemléltet6 jelolésrendszer.

A késObbiekben ezt a jelolésrendszert sokszor fogjuk alkalmazni. A grafikon vizszintes tengelye
az iddtengely, a fliggéleges tengelyen az esedékes pénzdsszegeket abrazoljuk. A lefelé huzott
vonal azt jelenti, hogy ott a gazdalkodoé alanynak pénzkiadasa van, ha felfel¢ huzunk vonalat, akkor
ott a gazdalkodd alanynak pénzbevétele keletkezik. A vonal hossza a pénzdsszeg nagysagatol

fiigg.

1.1. Abra 1.2. Abra
Befektetés pénzaram grafikonja Finanszirozés pénzaram grafikonja
Pénzo Pénzossze i
enzoss_feg Cj= pénzbevétel + £ = Készhez
az i-dik idépontban kapott Osszeg

/ B

0 - -
1dé 0 l\}\ /l /| 1d6

\CO: Befektetett

C;= kifizetés
az i-dik idépontban

0sszeg -

Ahol Cjaz i-edik id6pontban esedékes pénzosszeg (Cash). Ha a C eldjele pozitiv, pénzbevételiink
van, ha a C eldjele negativ pénzkiadasunk van.

A pénz idoértékének elve alapjan, a kiilonbozo idépontbeli pénzek kiilonbo6zo értékkel
rendelkeznek, jovébeli forintjaink értéke nem egyezik meg a jelenben felhasznalhato,
egyébként szamszerien ugyanakkora osszeget kitevé forintjaink értékével, egységnyi mai
pénz tobbet ér, mint egységnyi pénz holnap

1. példa
Eqy ismerdsiink kolcsonkér ma toliink 500 000 Ft-ot és azt igéri, hogy egy év mulva 600 000
Ft-ot fizet majd nekiink vissza.

Koleson adjuk-e neki a pénzt?

Megoldas



Azt kell eldonteniink, hogy mi ér tobbet: a ma felhasznalhato 500 000 Ft, vagy az a 600 000 Ft,
amit egy év mulva kapunk meg.

Ahhoz, hogy a befektetési vagy finanszirozasi dontést meghozhassuk, sziikségilink van valamilyen
modszerre, amelynek segitségével a kiilonb6z0 idOpontban esedékes pénzdsszegeket, vagy
jovedelemaramlasi elemeket ,,k6z06s nevezdre” hozhatjuk.

Meg kell tudnunk mondani, hogy 1 Ft mai pénz, mennyi pénzt ér a jovdében, illetve, hogy a jovébeli
pénzek mennyit érnek ma. A tovabbiakban a jelen idépont a 0-dik idépont, amit t0-lal jeloliink.
Ennek megfelelden az 1 év mulva esedékes idOpontot t1-gyel, a 2 év mulva esedékes idopontot t2-
vel jeloljiik.

A ,,k0z0s nevezo” eloszor a Jelenérték, a technikai segédlet pedig a diszkonfaktor (DFr,n),
amely megmutatja, hogy egy n év (idészak) mulva esedékes pénzegység mekkora értéket
képvisel a jelenben.

1

DFp =T

Ahol r a szamitasoknal alkalmazott kamatlab
n az iddszakot jelenti.

Ennek segitségével mar konnyen megoldhatjuk az aldbbi azonossdg felhasznalasaval, hogy a
jovében (n év mulva) esedékes pénzosszegnek (Cn) mekkora a jelenértéke. (PV- Present Value):
1

PV = Cn*DF;a’n= Cn*m
Ahol Cn—n idészak mulva kapott pénzosszeg,
PV — jelenérték (Present Value),

I — az adott idészakban érvényes elvart hozamrata.

Egy jovoben esedékes pénzosszeg jelenértéke megmutatja, hogy mekkora odsszeget kellene
befektetniink a jelenben az elvart hozammal ahhoz, hogy az esedékes pénzosszeget kapjuk
meg az adott jovobeli id6pontban.

Akkor tudunk helyesen donteni, ha megvizsgaljuk, hogy egy hasonld feltételli, altalunk
hozzaférhetd befektetési lehetdségnek mekkora a hozamratdja. Ezt a hozamratat varjuk el mi is
hitelnyujtasunktol. Az elvart hozamratat a téke alternativa koltségének vagy felaldozott hasznanak
is nevezik, hiszen ettdl a hozamtol elesiink, ha az adott befektetést valasztjuk.

A hozamrata a befektetett tékén feliili tobbletpénzbevétel (hozam) a befektetett toke %-aban
kifejezve és évesitve.

A hozamrata jele az r (return).

a, Ha ezen egyszerii szamitdasok soran 15%-os kamatlabat hasznalunk, az egy év mulva esedékes
600 000 Ft jelenertéke az alabbi modon alakul:

600 000
PV =

= m = 521739,13 Ft ,



tehat az 1 év mulva esedékes 600 000 Ft szamunkra ma nagyjabol 521 739 Ft-ot ér,
hozamelvarasaink alapjan legfeljebb ennyi pénz adnank neki kdlcson, megéri tehat az iizlet

b, Ha csak 8%-os hozamelvarasunk van:
600 000
PV =

© (1+0,08)1
ebben az esetben is megéri az ligylet.

= 555555,56 Ft,

¢, Ha 25%-o0s hozamelvardsunk van:
600 000
PV =

"~ (140,25)1
ebben az esetben mar nem €ri meg az ligylet.

y

Az elvart hozam és meghatarozasa kulcsfontossagu.
Az elvart hozamot meghataroz6 tényezoket az alabbi abra mutatja.

Az r nagysagat meghatarozo
tényezok

= 480000 Ft,

kockazatmentes
hozam

\ likviditas

kockazat
I' - adott kockazatu és
likviditasu betfektetések
hozama

I

Az &brabdl lathato, hogy az "r" nagysagat részben makrodkonomiai tényezok hatarozzak meg,
melyek eredménye a kockazatmentes hozam (a gyakorlatban az adott befektetés lejaratanak
megfeleld allampapir hozamat tekintjiik kockazatmentes hozamnak!). A kockazatmentes
kamatlabat két tényezdre bonthatjuk, az inflaciora és a redlkamatlébra.

Ha az éves kockazatmentes hozamrata idészakunkban 4%, ez azt jelenti, hogy minden befektetett
100 Ft-ra 4 Ft tobbletpénzt (hozamot) kapunk évente.

1 Val6jaban azonban az allampapirok sem kockdzatmentesek, hiszen a kibocsatd allam csddje esetén a
befektetés visszafizetése veszélybe keriilhet, vagy a futamido elotti visszavaltas esetén a befektetett toke
visszafizetésére tobbnyire nincs allami garancia (csak a futamidé végén torténd visszafizetésre).
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A befektetés nominalis vagy névleges hozamrataja megmutatja, hogy befektetett pénziink
egy egységére mekkora pénzosszeget kapunk a befektetett tokénken feliil egy év alatt.

A makrotényezOokon tul a konkrét befektetés két jellemvonasa befolyasolhatja az elvart hozamot:

e abefektetés likviditasa
e abefektetés kockazata

A befektetés likviditasa megmutatja, hogy milyen gyorsan és mekkora tranzakcios koltségek
mellett lehet a befektetést készpénzre valtani. A likvid befektetések esetében a készpénzre
valtas gyorsan és nagyobb Kkoltségek nélkiil megtorténhet. Az illikvid befektetések
készpénzre valtasa hosszabb idot vesz igénybe és/vagy nagy a tranzakcios koltsége.

Az elvart hozam és a likviditas egymadssal forditottan ardnyos. A likvid befektetésektdl elvart
hozam alacsonyabb, mint az illikvid befektetésekt6l. A befektetdk jobban kedvelik azokat a
befektetéseket, amelyeket konnyebb mobilizalni és ezért alacsonyabb hozamokkal is
megelégszenek.

A befektetések kockazata megmutatja, hogy a befektetés-értékelési valtozo varhato értékétol
atlagosan milyen mértékben térhetnek el a valtozo tényleges értékei.

Pénziigyi befektetéseknél a befektetés hozamratdja alapjan dontiink. A varhat6 értéktdl vett atlagos
eltérést a statisztikabol ismert szorassal mérjiik. Minél nagyobb a tényleges értékek szorasa a
varhat6 érték koriil, a befektetésnek anndl nagyobb a kockazata. Feltételezziik, hogy ha egy
befektetés kockazata nd, az elvart hozam novekszik. A befektetok a jovobeli bizonytalansag
ellenstlyozasaért hozamkompenzaciot varnak el.

Az 1. példaban a kockazat és a likviditas miatt szamoltunk 15%-kal



2 A kamatszamitas alapjai

2.1 Kamatos kamatszamitas

2.1.1 Tokésités évente egy alkalommal

Az eddigiekben egy jovoben esedékes pénzodsszeg jelenértékét hatdroztuk meg, de ennek
forditottja sem jelent problémat, amikor a jelenben rendelkezésre allo pénzosszeg jovobeli értékét
(Future Value - FV) szeretnénk meghatarozni.

Egy pénzosszeg jovoértéke megmutatja, hogy ha az adott futamido alatt a pénzt az elvart
hozammal fektetjiik be, mennyi pénziink lenne a futamidé végén.

FV=Cy*(1+nr)"
Ahol r az adott idészak alatt érvényes elvart hozam,
FVh — a pénzeszko6z n iddszak mulva esedékes jovoértéke,
Co — a jelenbeli pénzosszeg.

A jelen és joviértékszamitast a kovetkezo abra foglalja 6ssze:

Jelenérték

110
Ci

1 év .

Fr=C * (1+7)%

ﬁ.{
Jovoérték

9

100
Co

Ahol PV —a jovoben esedékes pénzdsszeg (C1) jelenértéke (Present Value),
FV — a jelenben esedékes pénzdsszeg (Co) jovoeértéke (Future Value),
n —iddtartam években.

A PV ¢és az FV mindig szamitott 6sszeg.

A fenti Osszefiiggés (FV = Cy * (1 + r)™) a kamatos kamatszamitas formulaja.



Feltételezziik, hogy az egyes kamatperiddusokban keletkezd kamatokat ujbol €s jbol tokésitik,
vagyis pl. 2 idOszak esetén a 2. kamatperiodus kamatdsszegének meghatarozasahoz az elsé
iddszakban keletkezett kamat és a tOkedsszeg egyiittesen adja az alapot:

FV=co*x(1+1r)°=cox(A+r)=«(1+71)

E képlet alkalmazasdhoz a kdvetkezo feltételek teljestilése kell:

- az adott id6szak (kamatperiédus) soran termel6dé kamatot az idészak végén jovairjak és
hozzaadjak a tokéhez

- a futamidé (n) a kamatperiddus egész szamu tobbszordse.

Az 1. példa megolddsa FV szamitdssal

Ennél a megoldasnal azt vizsgaljuk meg, hogy ha 15%-0s kamatlabbal betétet helyeznénk el, akkor
milyen pénzdsszeghez jutnank.

FV =500 000 = (1 + 0,15)* = 575 000 Ft

Mivel az igy kapott pénzdsszeg elmarad a baratunk 600 000 Ft-os ajanlatatol, ezért inkabb neki
adunk kolcson.

Lathatjuk, hogy mindkét modszer szerint ugyanarra a kovetkeztetésre jutunk, a befektetést
érdemes végrehajtani.

Kiilonb6zo6 idépontban esedékes pénzaramok dsszehasonlitasahoz sziikséges kozos nevezo a
Jovo érték is lehet.

A két modszer szerint kapott végeredmény viszont kiillonbozik. A kiilonbség magyarazata az, hogy
kiilonboz6 id6épontra szamoltuk ki a befektetett 6sszeg és a visszakapott pénzosszeg kiilonbsegét.
Azt hogy melyik idOpontra érdemes szamolni altalaban attol fligg, hogy mi melyik idépontban
vagyunk. Ha befektetési alternativakat értékeliink, akkor a befektetés id6pontja a jelen id6pont és
akkor érdemes jelenérték-szamitasokat végezniink. Ha befektetést utdlagosan értékeliink, akkor a
hozamok realizalasa lesz a jeleniddpont. Ekkor jovdérték-szamitas szerencsésebb. Ha egy
hosszabb befektetés kdzepén vagyunk, akkor a multbeli pénzek jovoértékét, a jovobeli pénzek
jelenértékét szamoljuk ki.

2. példa
Ma kélesonadok egy évfolyamtarsamnak 120 000 Ft-ot, aki azt igéri, hogy 3 év mulva, amikor

levizsgazik Pénziigytanbol 160 000 Ft-of ad majd nekem vissza. Hany szazalékos éves kamatnak
felel ez meg?

Megoldas
Az egyszerli kamatos kamatszamitas képletét atalakitva jutunk a hozam szamitasanak képletéhez:

_n[Fv _ _c[e0000
"= e~ T T J1zo000 T T TP

A jelenlegi betéti hozamok mellett, ez kedvezd lehetdségnek tlinik.



3. példa

Almas Andras egy oszibarackost szeretne megvasarolni. A gyiimolcsoskert eladasi ara 15 MFt.
Pillanatnyilag csak 12 MFt-tal rendelkezik, ezért uigy dontott, hogy a hianyzo osszeget kamatok
formdjaban teremti eld. A Gazdasz Bank altal alkalmazott betéti kamatlab évi 4%. A kamatokat
évente tokesitik. A piaci hozamszint hosszu tavon nem valtozik. Szamitsa ki, hogy hany évig kell
varnia Andrasnak, hogy az elképzelése valora valjon!

Megoldas

A kamatos kamatszamitas képletének atrendezésével jutunk az alabbi képlethez:

EV 15 000 000

In—— Inso———
n Co _ 12000000 = 5,69 évet kell varnia

“In(l+r)  In(1+0,04)

(10-es alapu logaritmusszamitas is alkalmazhato, az eredmény ugyan ez lesz!)

2.1.2 Tokésités évente tobb alkalommal

Ha a kamatfizetési periodus és egész szdmu tobbszordsei megegyeznek a betét lejarataval és a
kamat hozzaadodik a tékéhez, akkor a kamatos kamatszamitas modositott képletével lehet
szdmolni.

r
FV =C 1+—)mm
0 *( m)

Ahol FV - abetét felvételekor kapott Gsszeg,
Co - a betét 0sszege,
r - az éves kamatlab,
n - a futamidd években kifejezve,
m - egy évben a kamatelszamolasok szama.

A kamatlabat csak akkor kell osztani ,,m”-mel, ha a kamatfizetési periddus rovidebb, mint egy év.
Mivel a kamatlabat éves szinten adjak meg, egy kamatfizetési periodusban csak r/m kamatot irnak
jova.

4. példa
Mekkora sszeget vehetiink fel 1 év mulva, ha elhelyeziink 100 ezer forintot 10%-os kamatlab
mellett egy olyan bankbetétbe,

a, ahol a kamatokat negyedévente szamoljak el és hozzdaadjak a tékéhez (tokésitik)? (folyamatos
lekotesti bankbetét) Tételezziik fel, hogy a kamatlab a futamido alatt nem valtozik!

Megoldas
nsm 1x4

T )
FVZC"*(HE) =100000*(1+4) =110 381 Ft




Lathato, hogy a gyakoribb kamatelszamolas miatt az éves hozam nem 10%, hanem t6bb (110 381
/100 000 - 1 = 10,38%). Az elérheté hozamot tehat nemcsak a kamat nagysaga, hanem a fizetési
gyakorisag is befolyasolja.

FV

H =——1
ozam CO

Az éves 10%-0s hozam tehat nem ugyanaz, mint a negyedévi 2,5%-0s hozam. Eves szinten a
tényleges kamatlabat a kovetkezo képlet segitségével kapjuk:

4

)

1
2 > —1=10,38%

r

Ahol  reff - a tényleges kamatlab,
I - az éves névleges kamatlab,
m - a kamatfizetés gyakorisaga 1 év alatt.

Az effektiv (tényleges) hozam megmutatja, hogy az adott éves hozam idéaranyos részét
meghatarozott gyakorisaggal elszamolva, hany %-al n6 egy év alatt a befektetett 6sszeg.

Minél gyakrabban fizetnek kamatot, anndl nagyobb az éves szinten szamolt hozam, ha minden
mas feltétel valtozatlan marad.

b, Oldjuk meg ezt a példat most ugy, hogy a kamatot évente, félévente, negyedévente, és havi
gyakorisaggal szamoljdk el!

Megoldas
A szamitasok végeredményét a kovetkezd tablazat mutatja

Gyakorisag Képlet Ev végi érték (FV) ezer  Hozam (FV/Co-1)
(m) forintban %-ban
1 0.1 1 110,00 10,00
FV=100><(1+T’j
2 0.1 2 110,25 10,25
FV =100 x [1 + 2’
4 0.1 4 110,38 10,38
FV =100 x (1 + 4;
12 01 12 110,47 10,47
FV =100 x (l + i

A tablazatbol 1athato, hogy a realizalt hozam ndvekszik a kamatfizetési gyakorisdg novekedésével,
de a novekedés degressziv.



110 600,00
110 500,00 e
110 400,00
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11020000 -
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110 000,00
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1357 911131517192123252729313335

Even beliili kamatjévairasok szima

Jovéértek (Ft)

Van-e a novekedésnek hatarértéke? A valasz igen, és a természetes szam (ex2,72) segitségével a

probléma megoldhat6. Ha pontosan egy évnyi hozamot vizsgalunk, akkor:
m

1
lim (1 + —) =e"
m—»oo m

A kamaterd megmutatja, hogyha végtelen gyakorisaggal szamoltuk volna el az adott éves r
hozam idoaranyos részét, pénziink 1 év alatt hanyszorosara novekedett volna.

Az e'-t kamaterdnek is nevezik.

A kamaterot felhasznalva a jov6érték szamitas egy masik tipusahoz, a folytonos kamatszamitashoz
jutunk.

Folytonos kamatszamitas esetében a kamatperiodus hossza elhanyagolhatova valik, vagyis
az éven beliili kamatjovairasok szama a végtelenhez tart.

FV =Cy*e™™
¢, Milyen osszeget vehetnénk fel az év végén, ha végtelen gyakorisaggal szamolnadk el a kamatokat?
Megoldas
Behelyettesitve az el6z6 képletbe a példank adatait, kapjuk:
FV = Cy*e™ =100 000 * e>™*1 = 110 517,09

Azaz, a hozam 10,52%, ami nem 4all messze a havi kamatfizetési gyakorisag mellett kapott
10,47%-0s hozamtol. Ezért alacsony kamatlabak mellett alkalmazhat6é az a hiivelykujj-szabaly,
hogy havi gyakorisdg f0lott a kamaterd képletét alkalmazzak a tényleges éves hozam
meghatarozasahoz.

5. példa

Tételezziik fel, hogy 300 000 Ft-unkat elhelyezziik betétben 3 éves idotartamra. A pénzintézet
dltal igert éves névleges kamatlab 5%.

Lejaratkor milyen osszeget vehetiink fel és az hany szdzalékos tényleges éves kamatnak felel
meg, ha a kamatok

a) minden év utolso napjan tokésitik,
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b) minden honap utolsé napjan tékésitik?
C) Mennyi az elméletileg elérheté maximdlis hozam?

Megoldas
a) minden év utolso napjan tokésitik:

FV =Cy* (1+7)" =300000 = (14 0,05)% = 347 287,5 Ft

b) minden honap utolsé napjan tokésitik:
3%12

nxm 0’
FV=C0*(1+E) =300000*(1+ 12) — 348 441,67 Ft
ro. 0,04\ "
reff=(1+E) _1=(1+7) —1=5,116%

C) Mennyi az elméletileg elérheté maximalis hozam?

FV = Cy*e™™ =300 000 * e%05*3 = 348 550,27
reff = er —-1= 30'05 —-1= 5,127%

2.2 A kamatokat nem tokésitjiik- Egyszerii kamatszamitas

Ha elvetjiik azt a feltételezést, miszerint a tékére jutd kamat hozzaadddik az idészak végén a
tokéhez ¢és késObbiekben a kamattal megndvelt Osszegre esedékes a kamat, az egyszeri
kamatszamitas képletét kell alkalmaznunk. Ekkor az adott idészakra jutdo kamatot egyszerii
aranyositassal kapjuk meg. Az egyszerli kamatszamitas képletei jelen- és jovoOeértek-szamitas
esetén:

FV=Cox(1+n=*r)

PV = Cy* ( )

1+nx*r

Ahol FV - jovoérték,
PV - jelenérték,
n - idGtartam hossza években, n<1 év,
r - elvart hozam,
Co — jelenbeli pénz nagysaga,
Ch — jovobeli pénz nagysaga.

Az egyszerli kamatszamitast akkor alkalmazzuk, ha a befektetés idétavja kisebb, vagy egyenlo a
kamatperiodussal. Ha hosszabb, a kamatos kamatszamitast vagy az egyszeri és a kamatos
kamatszamitas kombinacidjat - amit vegyes kamatszamitasnak neveziink - hasznaljak.
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A befektetés futamideje alatt képzddott hozamok esetében feltételezziik, hogy azokat az elvart
hozammal (,, r ) fektetik be Gjra. A feltételezés gazdasagi magyarazata az, hogy az elkdltott kamat
hatarhaszna megegyezik azzal a tobblet-pénzmennyiséggel, amit az Gjrabefektetés soran nyertiink
volna. Igy szamitasaink soran mindig kamatos vagy vegyes kamatszamitast alkalmazunk, ha a
befektetés idotavja meghaladja a kamatfizetés gyakorisagat.

6. példa
Egy vallalat kéthetes futamidore 1 millio forintot helyezett el julius 22-én egy bankbetétbe. A

betét kamatlaba évi 4%, kamatfizetés csak a lejarat napjan. Mekkora dsszeget vehet fel a
vallalat két hét mulva?

Megoldas

A kamatot idéaranyositassal kell kiszamitani. Sajnos az aranyositds modszere nem egyértelmi. Az
egyes aranyositasi modszerek abban kiilonboznek egymastol, hogy hany naposnak tekintik az évet
¢s a honapokat. A gyakorlati életben harom ardnyositdsi modszer terjedt el, amelyek egy-egy
nemzetrdl kaptak a neviiket. Az egyes modszerek jellemzdit a kovetkezé mutatja.

Az egyszerli kamatszamitas esetében alkalmazhat6 aranyositasfajtak

Aranyositas neve Hoénapok Evek
napjainak szadma napjainak szama
Német 30 360
Francia naptari 360
Angol naptari 365
Tényleges naptari 365/366

A német kamatszamitas akkor volt még hasznélatos, amikor még kézzel és nem szamitogéppel
szamoltak a kamatokat. A német mddszerrel konnyebb volt meghatarozni a futamidd nagysagat és
a 360-nal val6 osztas gyakrabban adott egész szamot.

A francia mddszer a fenti megfontolasokbdl tartotta meg a 360-as szamot, bar a honapokat mar
naptari hosszuk szerint méri. Igy nem fordulhat el8, hogy egy februari lekotésnek ugyanakkora
legyen a kamata, mint egy marciusinak, holott a marcius altaldban 3 nappal hosszabb. A francia
szamitas azonban azzal, hogy megtartja a 360-as osztot, gyakorlatilag tobb kamat felszamitasat
eredményezi, mint a valds érték, mivel az ardnyositas nevezdje kisebb, mint a tényleges naptari
napok szdma az évben.

Az angol mddszer manapsag a leggyakoribb kamatszamitasi forma. Szokéévekben februar 29-én
kamatsziinnapot tartanak. A modszer elénye a konnyebb programozhatosagaban van a tényleges
kamatfizetéssel szemben.

A fentihez hasonl6 kamatszamitdsokhoz ismerni kell, hogy melyik naptari honap hany napbol all:

Jan. | Febr. | Marc. | Apr. | M4j. | Jun. | Jul. | Aug. | Szept. | Okt. | Nov. | Dec.
31 | 2g/292 | 31 30 |31 30 |31 |31 30 31 |30 31

Tovabba tudni kell, hogy a betéteknél a gyakorlatban altalaban a betétlekotés napja beleszamit a
kamatszamitds sordan a napok szdmaba, mig az a nap, amikor felvessziik a pénzt, mar nem

2 Sz6k6évben a februar 29 napos a ,,szokasos” 28 nappal szemben.
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(valojaban a banki gyakorlatban nem a napok, hanem azoknak az ¢éjszakéknak a szdma szamit,
ameddig a pénziink a banknal volt elhelyezve). Ez a szamitasi mod igy némileg eltér a matematikai
kamatszamitastol. Hogy még érthet6bb legyen: ha egy tligyfél egy adott honap elsején elhelyezi a
pénzét a bankban és masnap felveszi azt, akkor a bank csak egy ,,napra” fizet kamatot, mert csak
egy ¢jszakat volt nala a pénz. Arra a napra, amikor felvettiik a pénzt, mar nem ad kamatot. Ha két
hétre, vagyis 14 napra szeretnénk kamatot kapni a banktol, akkor a betételhelyezés napjatol
szadmitva a 15. napon vehetjiik csak fel a pénziinket.

Tipp! Az Excel jol hasznalhat6 a kamatszamitashoz figyelembe veendd napok szdmanak a
meghatérozasara. frjuk be a két datumot egy-egy cellaba, majd egy harmadik celldba irjuk be azt
a képletet, hogy a késObbi idopontot tartalmazo datum cellahivatkozasabol kivonjuk a korabbi
idépontra mutatd datum hivatkozasat. gy az Excel megadija a két beirt datum kozott eltelt napok
szamat. (Pld: A1 cellaba irjuk be, hogy 2018.01.01; B1 cellaba irjuk be, hogy 2018.01.20; mig C1
cellaba irjuk be, hogy =B1-A1. A C1 értéke 19 lesz, vagyis a két idépont kozott eltelt (tényleges)
napok szédma 19.

c1 ~ fe | =Bl-Al

A B = D E

1| oijan  20.jan| 19_|

2

Visszatérve az el6z6 példahoz, azt mind a négyfajta modszer szerint kiszamoljuk.

Ha a betétet két hétre helyezték el és mivel julius 31 napos, a betétet augusztus 5-én veszik fel.
(31-22+1+4=14 nap, azaz 2 hét)

Német kamatszamitas szerint a lektési 1d6 13 nap, mivel minden honap 30 napos: 30-22+1+4=13.
fgy n értéke 13/360~0,036

Behelyettesitve a képletbe:

360
Két hét malva a bank a német kamatszamitasi modszer szerint 1 001 444 Ft-ot fizet vissza.

A francia kamatszamitas szerint a lekotési 1d6 a tényleges 14 nap, mivel a francia mddszer a
tényleges naptari napokkal szamol, de osztani tovabbra is csak 360-al osztunk.

13
FV =1000000 x (1 +—X 0,04> =1001 444

14
FV =1000000 x (1 +%X 0,04> = 1001556

A francia modszer alkalmazasa 112 Ft-al tobb kamat kifizetését eredményezte a német modszerhez
képest.

Az angol modszer csak abban kiilonbozik a franciatdl, hogy 365-el osztunk a kamat
kiszdmitasakor:

14
FV =1000000 x (1 +%X 0,04-> = 1001534

A francia modszer 22 Ft-al tobb kamat kifizetését eredményezte, mint az angol.

Az angol kamatszamitds végeredménye jelen esetben megegyezik a tényleges kamatardnyositas
eredményével.

Az egyszeri kamatszamitds egy alesete, amikor a kamatldbat nem a jelenértékre (PV)
vonatkoztatjak, hanem a jovoéérték (FV) meghatarozott %-ban fejezik ki. Ekkor eldleges
kamatszamitasrol beszéliink, amelyrdl az értékpapiroknal lesz szo.
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7. példa

Targyév marcius 8-an 100 000 Ft-ot helyeziink el évi 4%-os betéti kamatra. Mennyi pénzt
vehetiink fel majus 22-én, ha kamatfizetés csak a lejarat napjan van?

Megoldas

Egyszerii kamatszamitasrol van sz6, az egyetlen érdekesség a futamido hossza, ezért a feladatot
mind a hdrom modszer segitségével kiszamoljuk

(30—8+4+1)+30+21

FVpémet mszerine = 100 000 * (1 + 0,04 * ) = 100 822,22 Ft

360
(31-8+4+1)+30+21
FVfrancia m.szerint = 100 000 = 1 + 0,04 * 360 = 100833,33 Ft
(31-8+4+1)+30+21
FVangot mszerine = 100 000 * { 1 + 0,04 * 365 = 10082192 Ft

8. példa
Vizsgaljuk meg hogyan alakul 100 000 jovéértéke egyszerii és kamatos kamat szamitassal, ha
6%-0s éves hozammal fektetem be a pénzemet
a,1...10és 30 évre

b, 1,3,6,9,12 honapra
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Megoldas

Kamatozasi 100.000 Ft befektetés jovoértéke 6%-
1d6tartam os éves kamatlab mellett
Ev Egyszerti Kamatos
kamatszamitas kamatszamitas
1 106 000 106 000
2 112 000 112 360
3 118 000 119 102
4 124 000 126 248
5 130 000 133 823
6 136 000 141 852
7 142 000 150 363
8 148 000 159 385
9 154 000 168 948
10 160 000 179 085
30 280 000 574 349
700 000
600 000
500 000 //
400 000 /
300 000 /
200 000 //
100000 -
O T T T T T 1

0

5

= Egyszer( kamatszamitas

10 15

20 25 30

= Kamatos kamatszamitas

35

A kamatos kamatszamitds magasabb betétértékeket ad, mint az egyszerli kamatszamités, ha a
lekotési 1d6szak hosszabb a kamatozasi periodusnal.
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Kamatozasi 100.000 Ft befektetés jovoértéke
id6tartam 6%-0s éves kamatlab mellett
Hoénap Egyszerii Kamatos Eltérés
kamatszamitas | kamatszamitas®
1 100 500 100 487 13,2
3 101 500 101 467 32,6
6 103 000 102 956 43,7
9 104 500 104 467 32,9
12 106 000 106 000 0,0
*FV = Cox (1+1r)"
Ahol:
n = kamatozas id6tartama évben kifejezve
A
Cn
C, |
o |
\O(ljb i
N |
W !
%‘be’@ |
= :
o g
Iév
Egyszer( és kamatos
kamatszamitds eredménye
kozotti kiilonbség
50,000
40,000
30,000
20,000
10,000
0,000
0 5 10 15
A kamatos kamatszamités alacsonyabb

betétértékeket ad, mint az egyszerti kamatszamitas, ha a lekotési id6szak rovidebb a kamatozasi
periddusnal.
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2.3 Vegyes kamatszamitas

A lekotési id6 nem feltétlentil egész szamu tobbszordse a kamatperiodusnak. Tovabba lehetséges,
hogy a lek6tés idopontjatdl fliggetleniil a kamatfizetés iddpontja bizonyos datumokhoz van kotve
(ez a helyzet a latra sz6l6 betétek esetében). Ebben az esetben a vegyes kamatszdmitas képletét
kell alkalmazni, ami kombindlja az egyszeri és a kamatos kamatszamitas képleteit. A
kamatfizetési periddusok szempontjabol tort iddszakban az egyszer(i, mig az egész iddszakokban
a kamatos kamatszamitas képleteit alkalmazzuk, és a tagokat 6sszeszorozzuk egymassal.

A vegyes kamatszamitas altalanos képlete a kovetkezo:
r\N
FV = CO*(1+r*n1)*(1+%) *(1+71r*ny)

Ahol FV - abetét felmondasakor kifizetett Gsszeg,
Co - a betét 0sszege,
r - az éves kamatlab,
N - a betét futamideje alatt a teljes kamatperiodusok szama,
m - egy évben a kamatelszdmolasok szama,
N1 - a betét elhelyezésétdl az elsd kamatelszamolasig eltelt id6 évben,
N2 - az utolsé kamatelszadmolastol a betét felmondésaig eltelt id6 évben.

9. példa
Tételezziik fel, hogy aprilis 10.-én egy 100 ezer forintos betétet helyeziink el egy olyan szamlara,
amelyre minden honap utolsé napjdanak végén fizetik ki a kamatot. Mekkora dsszeget vehetiink

fel szeptember 18-an a szamlarol, ha 4%-os névieges betéti kamatot igértek? Hasznaljuk a
német kamatszamitasi modszert!

Megoldas

A német kamatszamitas esetében az év napjainak szdma 360 és minden honap 30 napos. Aprilist6]
szeptemberig 4 egész honapig volt lekotve a pénz (majus, junius, julius, augusztus, azaz N=4),
aprilis 10-t61, aprilis 30-ig 21 nap (Ez azért 21 nap és nem 20, mert aprilis 30-an nem vessziik még
fel a pénzt), szeptember elsejétdl szeptember 18-ig 17 nap telt el. Behelyettesitve a képletbe,
kapjuk:

r\N
FV=C0*(1+r*n1)*(1+a) *(1+71+*ny)

0,04
12

21 4 17
FV =100 000 * (1 + 0,04*—) * (1 + ) * (1 + 0,04 * 360) = 101 768,34 Ft

360

A vegyes kamatszamitds eredményét a kamatos kamatszamitas képletével is kozelithetjiik, ha
megengedjiik, hogy ,,n” értéke ne csak természetes szam legyen. Az ,,n” értéke 158/360 lesz, mivel
ennyi évig volt lekotve a betét.

158
FV =Cy*(14+7r)"=100000 * (14 0,04)360 = 101 736,25 Ft

A kamatos kamatszamitas éven beliili esetben alabecsli a ténylegesen kapott kamat nagysagat.
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10. példa

Tételezziik fel, hogy februar 12-én 100 000 Ft 6sszegii betétet helyeziink el egy olyan szamlara,

amelyen

a) kéthavonta, minden 2. naptari honap utolsoé nap végeén, a banki zdrast koévetéen

b) negyedévente, a naptari negyedév utolsé napjanak végén, a banki zardst kovetden

tokésitik a kamatokat. Pénziinket — a kamatokkal novelt tokeosszeget — még ugyanazon év
december 23-dn kivanjuk felvenni. Mekkora osszeg felett rendelkezhetiink ebben az

idopontban?

Hasznalja a német, a francia, valamint az angol kamataranyositasi modszert mindharom
feladatrész kidolgozasahoz! A pénzintézet évi 4%-os névleges kamatlabat rogzitett a betét

feltetelei kozott!

Megoldas:
a, Tokésites kéthavonta, minden 2. naptari honap utolso napjan
m=26
Idészakok a példaban:
02.12 || 03.01 11.01 12.23

Az 4bran a kezdd €s végpont a betét elhelyezésének és felvételének idépontjat, mig a koztes pontok

az ) kamatszamitasi iddszakok kezdetét jelolik.

ni N ny
német 19/360 4 52/360
francia 17/360 4 52/360
angol 17/365 4 52/365
német:
4
100 000 * (1 + 0,04 * 3) * (1 + —) * (1 + 0,04 * 5—2) — 103 504,84 Ft
6 360
francia:
4
100 000 * (1 + 0,04 i) * (1 + —) * (1 + 0,04 5—2) = 103 481,89 Ft
360 6 360
angol:

100 000 * (1 + 0,04*%) *(

6 )4 * (1 +0,04 = %) = 103 471,07 Ft
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b.) A megoldas elve ugyanaz, csak az egyes idoszakok hossza fog valtozni. A kamatok tokésitése
a negyedév utolso napjan esedékes. 1. idopont: marcius vége (februar 12-tol)

utolsd: oktdber 1. — december 23.

02.12 || 04.01 10.01 12.23
N1 N N2
német 49/360 2 82/360
francia 48/360 2 83/360
angol 48/365 2 83/365
m=4
német:

100 000 * (1 +0,04 * %) . (1 + %)2 . (1 +0,04 * %) = 103 499,87 Ft

francia:
0,042

100 000 * (1 +0,04 * %) . (1 + T) . (1 +0,04 * %) = 103 499,83 Ft
angol:

100 000 * (1 +0,04 * %) * (1 + %)2 . (1 +0,04 * %) = 103 479,35 Ft

19



A betét futamideje legalabb olyan hosszu, mint a
kamatelszamolasi id6? (Kamatperiodus
rovidebb, mint a futamid4?)

Nem

S

Egyszeri kamatszamitas

\ Igen

.

A kamatot tokésitik?

Nem

Igen

A beteét futamideje egész szamu tobbszorose-e a
kamatelszamolasi idonek?

/

Vegyes kamatszamitas

Igen

L

A kamatfizetések szama
véges?

Nem

\ Igen

/

N

Folytonos
kamatszamitas

Kamatos kamatszamitas
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24 A kamatszamitas tovabbi esetei (Valtozé kamatlab, Realkamatlab,
EBKM, tranzakciés koltségek)

11. példa

Takarékos Tihamér 530 000 Ft megtakaritassal rendelkezik. Sporolt pénzet 3 honapos lejaratu,
valtozo kamatozasu betétkonyvben helyezte el a Spekulativ Bankban. A tokelekotés idopontja
Julius 22. Az iigyfél legkorabban oktober 22-én juthat a pénzéhez. Esedékesseg elotti felmonddas
esetén a hitelintézet kamatot nem fizet. Az év elején érvényes betéti kamatlab 6%, amely év
végeig negyedeévente, a banki zarast kovetéen 0,25 szazalékponttal csokken. A KSH dltal
kozétett inflacios rata havi 0,1%. Hasznaljuk az angol kamataranyositas modszerét!

Feladat:

a) Szdmitsa ki Takarékos Tihamért oktober 22-én megilleté dsszeget!

b) Szamitsa ki, hogy a Takarékos ur daltal kapott kamat hany %-os dtlagos éves hozamnak
felel meg!

C) Szdamitsa ki a redlkamatot és az éves szintre vetitett redlhozamot!
Megoldas:

a)

07.22 10.01 10.22

Ny;r No,

kamat: julius 22. — szeptember 30.: 55% — 10+31+30=71 nap (szept. 30-is még 5,5%-0n
kamatozott)

oktober 1. — oktober 22.: 5,25% = 21 nap (okt. 21-e az utols6 kamatozd nap)

FV=C0*(1+T1*711+T2*712)

71 21
FV =530 000 * (1 + 0,055 * 365 + 0,0525 * %) =537 271,16 Ft

b) Eves dtlagos hozam

Az egyszerli kamatszamitas képletének atrendezésébdl kapjuk meg az éves atlagos hozam
szamitasat:
FV=Cyx(1+nxr)

(FV 1) 1
=|— — * —
r Co n

<537 27116 ) 365
=— — *
r 530 000 92

* 100 = 5,44%
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¢) realkamat, éves redalhozam

A reilkamatlab megmutatja, hogy atlagosan hany %-kal tobb (vagy kevesebb) arut
tudunk megvasarolni a pénziinkért a befektetési idészak végén, mint tudtunk az elején.

A realkamatlab kiszamitasanak képlete:

_<1+rn> 1
=T+

Ahol rr = redlkamatlab,
' = nominalis kamatlab,
i = inflacio.

1+rn) _( 140,0544
1+i ~ \(1+0,001)12

)—1 = 4,18%

Eves redlhozam = 7;. = (

A feladat ,,a” részében meghataroztuk, hogy Tihamér 3 honap utan 7 372,15 Ft hozammal fog
rendelkezni.

De vajon mennyivel tobb arut, vagy szolgaltatast tud vasarolni érte?

nominalis kamatoésszeg __ 727116
1+inflacios rata (140,001)3

realkamat 6sszege = = 7 249,39 Ft,

vagyis ennyivel tobb arut €s szolgaltatast tud vasarolni.
A példa ,,b” részében megkapott eredmény (5,44%) a feladat EBKM mutatojat jelenti.

Betétek esetében a megtakaritasi ajanlatok oOsszehasonlitasat Egységesitett Betéti
Kamatlabmutato (EBKM) alapjan tehetjiik meg. Ez megmutatja a betét — a kamatadon
kiviili — ténylegesen kifizetendé éves kamatat.

A betétekre nem csak kamat jar, hanem a kezeléséért a bank kiilonb6z6 dijakat, jutalékokat is
felszamithat. Mivel ezek csokkentik a betét hozamat, a tényleges hozam tehat kisebb lehet, mint a
bank altal igért kamat. Az EBKM ezeket a levonasokat is tartalmazza. Ebbdl tudjuk meg egy-egy
betét nettd hozamat, és dsszehasonlithatjuk egymassal a bankok kamatigéreteit.

Az EBKM

365 napra szamitja ki az éves névleges kamatlabat,

éven beliil linearis kamatszamitast alkalmaz,

éven tul pedig kamatos kamatszamitast

az elszamolt kamatot korrigalja a fizetendd dijakkal, jutalékokkal

22



Az EBKM kiszamitasdhoz a kormanyrendelet melléklete szerint a kovetkezd képletet kell
alkalmazni,

e ha alejaratig hatralévo futamid6é 365 napnal kevesebb:

(k + bv);

Elhelyezett betét =

Ly s (o)
=1 365

ahol

n: a kamatfizetések szama

r: az EBKM értéke

ti: a betételhelyezés napjatol az i-edik kifizetésig hatralévo napok szama

(k+bv)i: az i-edik kifizetéskor jard kamat és visszafizetett betét 6sszege

e ha a lejaratig hatralévd futamidd 365 napnal tobb:

o (k+ by,
Elhelyezett betét = —_

()
i=1 (1 +1)'365
12. példa

100 00QFt-ot helyeziink el 5%-os kamatlab mellett, a bankunk francia aranyositdst hasznal.
Hany szazalékos az iigylet EBKM mutatoja?

Megoldas
105 000

360
1+T‘*E

100 000 =

Atrendezés utan

365
EBKM = (1,05 — 1) *

= 5,079
360 A

13. példa

100 000 Ft-ot helyeziink el a mai nap 1 éves 4,5%-os kamatozasu akcios betétben.
a) Milyen dsszeg lenne a szamlankon 1 év mulva tranzakcios koltségek nélkiil?
b) Mennyi dsszeggel rendelkezhetiink a kamatado levondsa utan?

C) Mennyi pénzt vehetiink fel a bankautomatabol, ha a tranzakcios illeték

osszegét a szamlankon akarjuk hagyni, feltételezve, hogy a bank egyéb
készpénzfelvételi dijat nem szamit fel?

Megoldas
a, Tranzakcios koltségek nélkiil FV=104 500 Ft lenne a szamlan
b, Kamatado: 15% > 4 500*%15%= 675 Ft
A kamatado levonasa utan 103 825 Ft lesz a bankszamlankon.
¢, Tranzakcios illeték 0,6%= 103 825*0,6%= 623 Ft
Kézhez kapott 6sszeg= 103 825-623=103 202 Ft

23



3 Taobb kifizetésbol allo pénzaramok

Eldszor olyan hozamsorozatokkal foglalkozunk, melyek meghatarozott rendszerességgel kovetik
egymast és mértani sorozatot alkotnak.

Ha a jovébeli pénzek kozott eltelt ido azonos, azaz két pénzosszeg esedékessége kozott mindig
ugyanakkora ido telik el, tovabba az egymast koveté pénzosszegek mértani sort alkotnak,
évjaradékrol vagy annuitasrol beszéliink.

Ha a hozamok végtelen hossziuak, az annuitas neve orokjaradék. Ha korlatozott ideig
tartanak, akkor neviik lejaratos annuitas, vagy egyszeriien annuitas. Az annuitasok esetében
a hozamok lehetnek ugyanakkorak (egyszerii annuitas), vagy egy g%-kal novekedok
(novekvo annuitas).

Az annuitasok esetében tobb fogalmat is definialnunk kell.

Két pénzaram esedékessége kozott eltelt idot jaradékkoznek nevezziik.

A pénzaramok nagysagat jaradéktagnak hivjuk.

Az olyan pénzaram-sorozatokat, melyeknél a jaradékkoz megegyezik, iitemezett
pénzaramoknak mondjuk.

A fenti fogalmak ismeretében egy rovidebb definiciot is adhatunk az évjaradékra.

Az annuitas olyan iitemezett pénzaram, ahol a jaradéktagok mértani sorozatot alkotnak.

Most olyan lejaratos annuitasokkal fogunk foglalkozni, ahol a mértani sor kvociense, q=1, azaz
minden hozam ugyanakkora.

3.1 Egyszeril annuitas jovéértéke
14. Példa
Egy életbiztosito egy 10 éves megtakaritasi lehetéséget kindl nekiink. Minden év elején
befizetiink 10 ezer forintot, melynek realértékét a futamido soran karbantartjiuk. A biztosito
tigynoke évi 4%-os redalhozammal kecsegtet minket multbeli tapasztalatok alapjan. Tételezziik
fel, hogy hisziink neki, akkor redlértékben mennyi lesz a szamlankon 10 év mulva!
A fenti példdban egy annuitds jovOértékére vagyunk kivancsiak. Ekkor gylijtd annuitasrol
besz¢liink.
A gyiijto jaradék esetében arra vagyunk kivancsiak mennyi lesz az évjaradék értéke egy
jaradékkozzel az utols6 jaradéktag esedékessége utan, vagy annak idopontjaban.
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Gyiijt6é annuitas problemaja

Mekkora FV adott ¢ mellett?
» FV
jaradékkoz
>
cC 'C Cc ‘c\&cfc/‘c c 'c C

jaradéktagok

Ahol ¢ — jaradéktag,
FV — lejaratos évjaradék jovoértéke az utolso jaradéktag esedékességének idGpontjaban.
Egy annuités jovoértékének nagysagat az utolsé jaradéktag esedékességének idépontjaban:
1+n"-1
r

FV =c %

n_
(Mértani sorozat 0sszegképlete segitségével: S,, = a; X qq—_ll, ahol g=1+r)
Ahol ¢ - jaradéktag nagysaga,
n - jaradéktagok szama,
I - éves kamatlab,

(1+0,04)10-1
0,04

FV =10 000 =* =120 061,07 Ft

A képlet az utols6 jaradéktag esedékességének idOpontjadban mutatja egy annuitas jovoertekét.
Ebben az esetben ez az idépont a 10. év eleje. Nekiink viszont a 10. év végi érték kellene!

Az év elején 120 ezer forintunk van. A 10. évben is feltételeztiik a 4%-os redlhozamot. Egy évre
ha befektetjiik a 120 ezer forintunkat 4%-al, akkor a 10. év végi értéket a kamatos kamatszamitas
vagy egyszerli kamatszamitas képlet segitségével szamolhatjuk ki.

FV =Cy* (1+7) =120 061,07 * (1 + 0,04) = 124 863,51 Ft

15. Példa

Egy biztositotarsasag eqy 18 éves biztositasra minimum 2%-os redlhozamot garantdl. A
biztositott vallalja, hogy minden negyedév elején 20 ezer forintot fizet be a tarsasagnak, melybol
a koltségek levonasa utan 15 ezer forint noveli megtakaritasait. Az inflacio aranydban a
befizetések is novekednek. Mekkora dsszegre lesz jogosult a biztositott a 18. év végén, ha az
éves 2%-os redlhozam idéaranyos részét negyedévente elszamoljak?
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Megoldas

Ha az éves hozam idGaranyos részét negyedévente elszamoljak, akkor a kovetkezé képlettel
szamolhatunk:

A +)mm -1

FV =c=* 7
m
Ahol ¢ - jaradéktag nagysaga,
n - futamido években kifejezve,
r - éves kamatlab,
m - a befizetés évi gyakorisaga
18+4
(1+202)"" 4
FV = 15000 * =1296132,84 Ft
0,02
4

A képlet az utolsé jaradéktag esedékességének idépontjdban mutatja egy annuitds jovoertékeét.
Ebben az esetben ez az idopont a 14. év harmadik negyedéve. Nekiink viszont a 15. év végi érték
kellene!

)

02
2 > =1302613,5Ft

FV = 1296 132,84 * (1 +

3.2 Evjaradék jovéértéke, ha kamatelszamolas csak a futamidé végén van

Ha nem torténik kamatelszamolds, gyakorlatilag csak a befizetett tokékre kell kamatot szamolni,
mégpedig a bankban valo lekotésiikkel ardnyosan. Ez azt jelenti, hogy az egyes
torlesztorészleteknek egyenként ki kell szdmolnunk a jovoértékét az egyszerli kamatszamitas
képletével, majd 6ssze kell ket adni. A képletet akkor hasznalhatjuk, ha a pénzaram futamideje
egy évnél kisebb, ¢s a befizetésekkor kamatelszamolds nem torténik, csak a betét felmondasakor.

Jeloljiik ,,c”-vel az allando befizetések nagysagat, ,,n”-nel a befizetett 6sszegek szamat, ,,r”’-rel az
éves kamatlabat, ,,m”-mel az évben eléforduld kamatfizetési gyakorisagot!

Vegyiik észre, hogy a befizetések kamatai szamtani sorozatot alkotnak!
(1.53)

f"zcx{(1+£><7”)+(l+n_lXij+....(1+lxrﬂ:cx[n—k—nx(n—H)xr}
m m m 2xm

Ahol ¢ - jaradéktag nagysaga,
n - jaradéktagok szama,
m - a befizetés évi gyakorisaga,
r - éves kamatlab,
fv — a nem kamatoz6 annuitas jovoértéke.

Kis ,,fv”’-vel azért jeloltem a jovoértéket, hogy ezzel is kifejezzem, hogy itt a nem kamatozo
annuitds jovoeértékét szamolom ki.
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16. Példa

Minden honap elején mdrcius 1-t6l tegyiink be a bankba 5 000 Ft-ot! Mekkora lesz a
felndvekedett érték december 31-én zdrdst kovetéen, ha kamatfizetés csak a december 31-i
zarast kévetoen van. A kamatlab legyen 4%)!

Megoldas
n*x(n+1)
2 x

10« (10 + 1)

fr=cx(n+ %12

*1 = 5.000 * (10 + * 0,04> = 50916,67 Ft

Azaz, ha minden honap elején befizetiink 5 000 Ft-ot, akkor a betét felmondasakor 50 916,67 Ft-
ot kapunk. Ebbd6l 50 ezer forintot tesz ki a befizetett 6sszeg nagysaga, 916,67 Ft-ot a bruttdé kamat
0sszege.

17. Példa

8 év 1 honapon keresztiil minden honap elsején elhelyeziink egy alapba 20 000 Ft-ot, ismerve,
hogy a hosszi tavi kamatlab 4%. Ilyen feltételek mellett, mekkora dsszeghez jutunk a 8. év 1
honapjanak végen, a zarast koveté kamatelszamolas utan, ha a befektetett pénziink havonta
kamatozik?

Megoldas

¢ = 20.000 Ft

n*m = (8*12)+1=97

r=4%

m=12

(1+5) -t (+%7) -1
FV =c* = = 20000 * 004 = 2 285898,62 Ft
m 12

Ebben az esetben ez az idépont a (8*12)+1=97. honap eleje. Nekiink viszont a 97. honap végi érték
kellene!

0,04
FV = 2285 898,62 * (1 + F) = 229351828 Ft
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3.3 Annuitas jelenértéke
18. Példa

Egy vallalkozo ismerdsiink 1 millio forintot kér toliink kolcson ugy, hogy 5 éven keresztiil

minden év vegén 300 ezer forintot ad nekiink vissza. Odaadjuk-e a pénzt, ha az iigylettol 30%-os
hozamot varunk el?

Megoldas

Ki kell szamitanunk, hogy az 5 darab 300 ezer forintos kifizetés jelenértéke a nagyobb, vagy az 1
millié forint. A pénzaram-sorozat egyszerii annuitast alkot, aminek most a jelenértékére vagyunk
kivéancsiak.

A szokdsos torleszto évjaradeék (szokdsos annuitds) esetében arra vagyunk Kivancsiak mennyi
lesz az évjaradék jelenértéke ha a jaradéktagok esedékessége a jaradékkozok vége.

Torlesztd annuitas problémaja

jaradéktagok
C c C/C/Cxx C|4_C_>|C|

jaradékkoz

PV

< Mekkora PV adott ¢ mellett?
Mekkora ¢ adott PV mellett?

Ahol c - jaradéktag,

PV — lejaratos évjaradék jelenértéke egy jaradékkozzel az elsé jaradéktag esedékessége
eldtt.

Egy évjaradék jelenértékét egy idoszakkal az elsd jaradéktag esedékessége elbtt, az alabbi képlettel
szamolhatjuk ki:
1 1
1 1 1+r) -1 1+r)
PV=cCx|—————- :Cx%zcx AF, . vagy PV =Cx¥
rr+(l+r) r+(1+r) | r

Ahol ¢ - jaradéktag,
r - elvart hozam,
n - futamid6 években kifejezve,
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PV - annuités jelenértéke,
AF n — évjaradéktényezd (annuitdsfaktor) r elvart hozam és n jaradéktag esetén.
A szogletes zardjelben 1év0 kifejezést annuitas-faktornak vagy évjaradék-tényezének mondjuk.

Az annuitasfaktor (évjaradék-tényezo) (AF) megmutatja, hogy ,,n” darab 1 Ft-bol allé
annuitas jelenértéke mekkora, ha a jaradékkozre értelmezett kamatlab ,,r”.

n 5
(1+7) “1_ 200y 1371
rx(l+7)" O,3><1,35

Mivel az 5 darab 300 ezer forint jelenértéke kevesebb, mint 1 milli6é forint (730,7 eFt), ezért
elutasitjuk a kélcsonigényt.

PV =cx AF, , =cX =300x2,436 =730,7

19. Példa

2 millio forint hitelt vett fel egy személy 6%-0S(nomindlis) fix kamattal 15 éves futamidével. A
hitelt havi egyenlo részletekben (annuitas) torleszti az ados. Mekkora lesz a torlesztorészletek
nagysaga, ha a hitel torlesztése

a) a honapok végeén esedékes?

b) a honapok elején esedékes? (diszkontdlas (1+r)-el, mert 1 iddszakkal kevesebbet
kamatozik)

Az esedékes torleszto évjaradéknal (esedékes annuitis) a jaradéktagok esedékessége a
jaradékkozok eleje. Mivel a jaradékkozonként esedékes jaradéktagok mar a
targyidoészakban kamatoznak, az esedékes annuitds értéke megegyezik egy hasonlo
feltételekkel létrejott szokdsos annuitds jelenértékének 1/(1+r)-szeresével.

Megoldas
A példa a torleszté annuitéds alkalmazésa, csak most a jaradéktag a kérdés.

a, Abban az esetben, ha éven beliil tobbszor van és ho végén van torlesztés az alabbi képletet
alkalmazhatjuk a térleszto annuitasra:

1- *
(1+L)n*m_1 (1+L)n m
PV = ¢ * —"——m, vagy PV = c * 7
e (17) m

Ahol PV - ahitel 6sszege,
m - a befizetés évi gyakorisaga,
r - éves kamatlab,
n - a futamido években kifejezve,
C - a jaradéktag nagysaga.

A képlet atrendezésébdl megkapjuk a torlesztérészletek nagysagat
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r nxm
(1 +—) -1 PV
PV = c « m = =
r r\mm r n*m
e (1+m) A+t -1
T T,
prg a1+ ﬁ)n m
2 000 000 16 877,14 Ft
c = =
0,06, 15.12 _ ’
1+ 1 ) 1
0'1&* (1 +%)15*12

b, Abban az esetben, ha éven beliil tobbszdr van és ho elején van téorlesztés az alabbi képletet
alkalmazhatjuk a torleszto annuitasra:

=

1- n*m

(1+

1+ m—q

T (1 +5y(nsm—-1)’
—# (14— (m=1)

vagy PV = ¢ * *(1+71)

PV =c*

SI*aj

Ahol PV - ahitel 6sszege,
m - a befizetés évi gyakorisaga,
r - éves kamatlab,
n - a futamid6 években kifejezve,
C — a jaradéktag nagysaga.

A képlet atrendezésébdl megkapjuk a torlesztorészletek nagysagat

I (1+%)n*m—1 L PV
R Y e (Y
R
= 2 000 000 =16 793,17 Ft
(1 + %)15*12 B 1 ’
TN

20. Példa
Nyugdij eldtakarékossagként mekkora tokét kell elhelyezniink a bankban 4%-os kamatlab mellett,
ha 15 éven keresztiil minden évben 1 200 000 Ft életjaradékot akarunk felvenni?

Megoldas
% a+n7-1 1200 000 (1+009" 1 13 342 064,92 Ft
= *% ——— = * =
R T 0,04 * (1 + 0,04)15 ’
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3.4 Lejarat nélkiili annuitasok

Azt az annuitast, melynek nincs lejarata, orokjaradéknak nevezziik.
Az egyszerii 0rokjaradék jellegzetessége,
hogy alland6 nagysagu jaradéktagokbol

all, de a pénzsorozatnak nincs vége. A j ] o o
pénziigyi  életben  szdmos  példat Allandé tagu 6rokjaradek problémaéja
lathatunk orokjaradékra. Ilyen a legtobb

elsébbségi részvény pénzarama. Ezek
altalaban fix hozamot igérnek és lejarat jaradéktagok
nélkiiliek. Ordkjaradéknak tekinthetok az / % ; \q
alapitvanyi kifizetések is. Itt egy LN S i A
tOkedsszeget helyeznek el, amelynek -
évrol évre csak a hozamait fizetik ki. Arfolyar
Jovoértékrol itt nincs értelme beszélni,

hiszen az végtelen, a jelenértékét pedig PV Mekkora PV adott ¢ mellett?
ugy kapjuk, ha az évjaradék képleténél Mekkora c adott PV mellett?

(@]
f jaradékkez
A

a

n.n

feltételezziik, hogy az "n" tart a
végtelenbe. Szamokkal:

(1.70)
n
c c c c i 1+r
* [im ——F——

PV = lim + et = =c*—
noaol (147 (14 7)? (1+7)" | 147 noo 1 _1 r
l1+r

Ahol c - ajaradék nagysaga,
I - az elvart hozam,
n - a futamido - itt végtelen,
PV - az orokjaradék netto arfolyama.
Az orokjaradék nettd arfolyamat tehat megkapjuk, ha a jaradékot az elvart hozammal osztjuk.

21. Példa

Egy alapitvany 10 millio forintot helyez el egy fix 4%-kal kamatozodo szamlara. Mekkora

osszeget oszthat ki minden év végeén az alapitvany kuratoriuma, ha
a) csak a kamatokat akarjak kiosztani?

b) 20 évig mitkédik az alapitvany és allando nagysagu osszegeket akar minden évben

kiosztani?

Megoldas
a, A kifizetések orokjaradékot alkotnak

c
PV=;—>c=PV*r
¢ =10000 000 * 4% = 400 000 Ft
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b, A kifizetések lejaratos annuitdst alkotnak.

_ PV __ 10000000 . ..
“TAR,  (1+00H20—1 '

0,04 * (1 + 0,04)2°

22. Példa
Vasarnap kideriilt, hogy nyertem a lotton.

a, mekkora éves jovedelmet jelentenek a 2 200 000 000 Ft kamatai?

b, ha nem akarok pénzt hagyni az unokdakra, mennyi pénzt kolthetek el 50 év alatt évente?
(Tegyiik fel, hogy 4%-0t hoz évente hosszu tavon a befektetésem)

Megoldas

a, A kifizetések orokjaradékot alkotnak
Cc
PV = ; —>c=PV=xr
c =2200000000 * 4% = 88000 000 Ft/év

b, A kifizetések lejaratos annuitast alkotnak

_ PV __ 2200000000 .00
“TAE,T (A+00H)%—-1 '

0,04 * (1 + 0,04)50

c =102 410 440,99 Ft/év
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3.5 Novekvo tagu orokjaradék

A ndvekvo tagh orokjaradékkal a torzsrészvények belsd értékét szoktak kozeliteni, feltételezve,
hogy az osztalékok az id6 muldsaval folyamatosan ndvekednek egy allando szazalékkal a

végtelenségig.

Novekvd tagu orokjaradék problémadja

jaradéktagok

S
=
cpcl c c| ¢ cl cl QR
< >
g -
PV [*
Mekkora PV adott ¢ mellett?
Mekkora c adott PV mellett?
A képlet hasonlé mddon vezethetd le, mint az 6rokjaradéke:
l+g " 1
. 1 cx(1+g) e x(1+g)y! 1  Uer) 1
PV = lim Tt et = x lim ~———F——=¢| x
n—o0| (1+7r) (1+7) (1+7)" I+7 noeo 1+g_1 r-g
I+7

Ahol c1 - az els6 jaradéktag nagysaga,
r - az elvart hozam,
g - a jaradék novekedési rataja,
PV - a novekvo tagh 6rokjaradek jelenértéke.

23. példa

Tegyiik fel, hogy egy alapitvanyt akarunk létrehozni a tankényvirdk finanszirozasara. Terveink
szerint minden évben 1 500 000 Ft akarunk forditani e jotékony célra. Az alapitvany tokéjének
meghatarozasakor arra is tekintettel akarunk lenni, hogy a kifizetheté Osszeg évente (g) 2
szazalékkal novekedjen. Mekkora osszeget kell most elhelyezniink, ha a hosszu tavon érvényes

kamatlab (v) 4szazalék?

Megoldas

C; 1500000
PV =

= = = 75000 000 Ft
r—g 0,04—0,02
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3.6 Hiteltermékek 0sszehasonlitasa — THM mutato

A hitelek esetében az Osszehasonlitast legkdnnyebben a Teljes Hiteldijmutato (THM) alapjan
tehetjilk meg. Ez megmutatja, hogy a tokén feliil mekkora Osszeg visszafizetésére kell majd
szdmitanunk a hitel felvétele utan.

A hitelért nem csak kamatot fizetiink. A kamaton feliil az igénybevételért €s a folyositasért a bank
kiilonbozé dijakat, koltségeket (pl. értékbecslés dija, kezelési koltség) is felszamithat, melyek
novelik a ténylegesen visszafizetendd Osszeget. Fontos tudni, hogy vannak olyan koltségek,
melyeket a THM nem tartalmaz.

A teljes hiteldij mutaté szamitasanal figyelembe kell venni:

a fogyasztd 4ltal a hitelszerz6dés és a lizingszerz6dés (a tovabbiakban egyiitt:
hitelszerz6dés) kapcsan fizetendd 0Osszes dijat (ideértve a kamatot, dijat, jutalékot,
koltséget és adot),

a hitelhez kapcsolodo jarulékos szolgaltatasok koltségeit, ha a hitelezd vagy a lizingbe ad6
(a tovabbiakban egyiitt: hitelezd) szamara ismertek,

a szolgaltatds igénybevételét a hitelszerz6dés megkotéséhez vagy ajanlat szerinti
megkotéséhez a hitelezo eldirja, ideértve kiillondsen

o a fogyaszto éltal felajanlott fedezet értékbecslésének dijat,

o ¢épitésnél a helyszini szemle dijat,

o aszamlavezetés és a készpénz-helyettesitd fizetési eszkdz hasznélatanak koltségeit
és a fizetési muveletekkel kapcsolatos egyéb koltségeket a meghatarozott
kivételekkel,

o a hitelkozvetitdnek fizetendd dijat,

o azingatlan-nyilvantartasi eljaras dijat, valamint

o abiztositas és garancia dijat a meghatarozott kivételekkel.

A THM szamitasanal nem veheto figyelembe:

a prolongalés (futamid6 hosszabbitas) koltsége,

a késedelmi kamat,

egyeéb olyan fizetési kotelezettség, amely a szerzdésben vallalt kotelezettség nem
teljesitésébdl szarmazik,

a kozjegyzoi dij,

kereskedelmi kdlcson vagy kapcsolt hitelszerzodés esetén a fogyaszto altal a termékek
vagy szolgaltatdsok megvételéért fizetett - a vételaron feliili - dij fiiggetleniil attol, hogy
készpénzzel vagy hitelbdl fizeti, valamint

a szamlavezetés és a készpénz-helyettesito fizetési eszkdz hasznalatdnak koltségei €s a
fizetési miiveletekkel kapcsolatos egyéb koltségek, ha a szamla fenntartasat a hitelezd
nem irja elé az adott hitelszerzddéshez és koltségeit a fogyasztoval kotott szerzodésben
egyértelmiien és kiilon feltiintették.

THM Kiszamitasa

m
THM—H—Z Cx
&+
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Ahol H: a hitel 6sszege csokkentve a hitel felvételével Osszefliggd — pénziigyi intézménynek
fizetend6 — koltségekkel

i: THM szazadrésze
tk: a k-adik torlesztérészlet években vagy tortévekben kifejezett idopontja
m: torlesztérészletek szama

24. példa

A ZUG-WEST Adotanacsado Kft. boviteni szeretné a tevékenységi korét. A konyvelési munkak
elvallalasahoz néhany szamitogép megvasarlasa sziikséges, 5 MFt értékben. A beruhdzas
finanszirozasahoz sziikséges pénzmennyiség teljes 6sszege nem all a Kft. rendelkezésére, ezért
2 MFt fejlesztési hitelt kért az Invest Banktol. A hitelkérelem elbiraldsa utan a bank hajlando
volt a 2 MFt-ot egy dsszegben folyositani. Az adéssagot 4 év alatt, évente azonos részletekben
kell megfizetni. Az elso torlesztés a folyositas utan 1 évvel esedékes. A kamatlab évi 24%. A
bank a hitel teljes Osszegének 3%-at egyszeri kezelési koltségkent, 25 000 Ft-ot hitelbirdlati
dijkent és tovabbi 30 000 Ft-ot hitelfolyositasi dijként szamolta fel. A jarulékos koltségek a
kélcson folyositasanak napjan esedékesek.

Feladat: Szamitsa ki a teljes hiteldijat és a teljes hiteldij mutatot (THM)!
Megoldas:
Teljes hiteldij: az az 0sszeg, amelyet a hitelfelvevonek — a tOkedsszeg visszafizetésén feliil —

fizetnie kell.

Az éves adossagszolgalat 6sszegének kiszamitasa

C—PV— 2 000 990 = 831 851 (évente fizetend6 addssa lgalat
= AFT A0z -1 - (évente fizetend6 adbdssagszolgala

0,24 X (1 + 0,24)%

(AF = 2,404)

A kamat 6sszege:

(831 851*4) — 2 000 000 =1 327 404 Ft — 4 év alatt
a teljes hiteldij 6sszege:

- Kamat (a 4 év alatt fizetett 0sszeg): 1327 404 Ft
- Kezelési koltség (2 000 000 Ft * 0,03) 60 000 Ft
- Hitelbiralati dij 25 000 Ft } 115 000
- Hitelfolyositasi dij 30 000 Ft
A teljes hiteldij: 1442 404 Ft

m
THM—H—Z Cx
&+

H=2 000 000-115 000=1 885 000 Ft

831851 ., 831851 , 831851 , 831851
(1+i)1 (1+i)2 (1+i)3 (1+i0)4

1885000 Ft =

(n-ed foku egyenlet!)

THM = 27,35% (iteraciés modszerrel meghatarozva)
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